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1. Найдите вычеты каждой из однозначных ветвей заданных многозначных функций
относительно указанных особых точек.

1)
√

z
1+z

относительно точки z = −1;

2)
√

z(z − 1) относительно точки z = ∞;

3) Ln z
z−1

относительно точки z = ∞;

4)Arctgz
z

относительно точек z = 0 и z = ∞.

2. Полином Бернштейна-Сато. Пусть полином P (x) ≥ 0 для всех x ∈ R. Для f(x) ∈
C∞0 (R) и комплексного числа λ, такого, что Reλ > 0, определим функцию

Γf (λ) =

∫
R

P λ(x)f(x) dx.

1) Докажите, что функция Γf (λ) является голоморфной в полуплоскости Reλ > 0.

2) Пусть P (x) = x2. Найдите полином b(λ) (полином Бернштейна-Сато) и линей-
ный дифференциальный оператор с полиномиальными коэффициентами Q

(
x, d

dx

)
,

такие, что

b(λ)Γf (λ) =

∫
R

P λ+1(x)Q

(
x,

d

dx

)
(f(x)) dx

для всех f(x) ∈ C∞0 (R).

3) Пусть, как и ранее, P (x) = x2. Покажите, что Γf (λ) может быть аналитиче-
ски продолжена до функции, мероморфной во всей комплексной плоскости (то есть,
функции, голоморфной всюду в C, за исключением, возможно, некоторого числа
полюсов). Найдите полюсы функции Γf (λ).

3. Пусть P (z), Q(z) ∈ C[z] – многочлены, deg P = m, deg Q = n. Охарактеризуйте
поведение на бесконечности следующих функций: 1) P (z) + Q(z); 2) P (z)Q(z); 3)
P (z)/Q(z).

4. Вычислите вычеты гамма-функция Эйлера (см. задачу 4.7) во всех ее полюсах.
5. Согласно теореме Пикара, аналитическая функция в окрестности своей существен-
ной особенности бесконечно много раз принимает всякое конечное значение, за ис-
ключением, быть может, одного, которое называется пикаровским исключительным
значением. Проверьте теорему Пикара для следующих функций: 1) ez; 2) sin z; 3)
ctg z; 4) tg2 z. Найдите пикаровские исключительные значения для этих функций
и убедитесь в том, что для каждого из этих значений (если они существуют) най-
дется линия, оканчивающаяся в существенно особой точке, вдоль которой функция
стремится к исключительному значению.

6. Пусть ζ(z) – функция Римана: ζ(z) =
∞∑

n=1

n−z, Rez > 1. Покажите, что при

Rez > 1 ζ(z) = 1
Γ(z)

∞∫
0

wz−1

ew−1
dw и получите аналитическое продолжение ζ(z) в C \ {1}.

Каков характер особенности функции ζ(z) в z = 1?


